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VORWORT 

In diesem Bändchen, nun schon dem zehnten der Mathe- 
matischen Bibliothek, vereinigen sich Ernst und Scherz der 
Mathematik. Die scherzhaften Trugschlüsse enthalten nicht 
wenig vom Ernste wissenschaftlicher Forschung, das ernste 
Antlitz des Lehrers wird bei Anblick mancher dieser Schaler- 
• fehler zu einem fröhlichen Lächeln sich verzogen haben. 

^ Lernenden und Lehrenden, fröhlichen und ernsten Mathe- 

£ matikern möge diese kleine Sammlung etwas bringen und 
dazu beitragen, dem ernsten Unterrichte einige heitere, 
i der fröhlichen Unterhaltung einige ernsthafte Augenblicke 

c beizumischen. 

Die Trugschlüsse hat Lietzmann gesammelt. Die Schüler- 
fehler hat Trier auf eine Aufforderung der Herausgeber der 
Mathematischen Bibliothek aus seiner handschriftlichen Samm- 
lung ausgewählt; die er als Obungsmaterial bei der Ausbil- 
dung von Lehrern seit Jahren verwandt hat. Bekannte und 
Kollegen haben Beiträge zu dieser Sammlung gestiftet. Ihnen 
und insbesondere den Herren Prof. Gutzmer- Halle, Geh. 

• w Hofrat Stäckel-Heidelberg, Prof. Witting- Dresden, die die 
Korrekturen mitgelesen haben, danken wir herzlich. 

Barmen und Kopenhagen, im März 1913. 

W. Lietzmann. V. Trier. 
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ERSTER TEIL 

MATHEMATISCHE TRUGSCHLÜSSE 

I. EINLEITUNG 

Die im ersten Teile dieses Bändchens zusammengestellten 
Trugschlüsse sind zum großen Teil darauf angelegt, daß der 
absichtlich in die Schlußfolge eingeschaltete Pehler möglichst 
unbemerkt bleibe, daß der Leser erst am absurden Ergebnis 
merke, daß er irgendwie sich hat irreführen lassen. Diese 
Absicht wird nicht bei jedem Leser und bei jeder Aufgabe 
in gleicher Weise erreicht sein. Es gibt sehr bedächtige 
Leute, und ihnen ist schwer beikommen, zumal wenn die 
merkwürdige Behauptung am Anfang eines Abschnittes sie 
doppelt vorsichtig macht. Außerdem ist nicht ohne Belang, 
in welchem Maße der Leser mit den durchweg der Elemen- 
tarmathematik angehörenden Rechen- und Beweismitteln be- 
kannt ist. Die Trugschlüsse, die sich der Ungleichungen 
bedienen, glaubte ich z. B. nur deshalb der Reihe der üb- 
rigen einfügen zu dürfen, weil die Lehre der Ungleichungen 
im Schulunterricht wenigstens in Deutschland nur stiefmütter- 
lich bedacht ist. Für einen, der mit Ungleichungen viel ge- 
arbeitet hat, handelt es sich um ganz „hagebüchene" Fehler. 
Ahnlich steht es mit den Beispielen aus der Reihenlehre. 

Trugschlüsse müssen also maskiert sein, wenn sie wirken 
sollen, wenn der Leser überrascht werden soll. Wenn aus 

0X7 = 0X8 

durch Division durch 0 geschlossen wird, daß 

7 = 8 

ist; wenn aus 

(- a) 2 = a' 
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Trugschlüsse 



durch beiderseitiges Quadratwurzelziehen 



— a = a 

gefunden wird; wenn aus den einander widersprechenden 
Gleichungen 

x + y= 1 
x+y = 2 

der Schluß 

1 =2 

gezogen wird, so sind diese Schlußweisen so verkehrt, daß 
kaum jemand darauf hineinfallen wird. 

Freilich ist nicht zu leugnen, daß gelegentlich auch der- 
artige Trugschlüsse, bei 
denen der Fehler sofort 
auf der Hand liegt, nicht 
ohne Reiz sind. Einige 
Beispiele dieser Art: • 

Zunächst der schöne 
Beweis des pythagorei- 
schen Lehrsatzes, daß 
die Summe der in der 
beigefügten Figur 1 mit 
I und II bezeichneten 
Kathetenquadrate gleich 
dem mit III bezeichneten 
Hypotenusenquadrat ist. 
Man überzeugt sich so- 
fort durch einfache Ad- 
dition, daß I + II = III ist. 
Dann eine sehr be- 
kannte Geschichte: Jemand geht in ein Geschäft und kauft 
sich ein Messer für 1,50 Mk. Anderen Tages kommt er ins 
Geschäft zurück: Er wolle sein Messer umtauschen. Er sucht 
sich ein anderes aus, das 3 Mk. kostet. Ohne zu zahlen 
geht er hinaus. Der Geschäftsinhaber hält ihn zurück. Da 
sagt der Schlauberger: Ich habe Ihnen ja das Messer im 
Werte von 1,50 Mk. hiergelassen und gestern habe ich 
Ihnen 1,50 Mk. bar bezahlt. Das macht zusammen 3 Mk. 
Wir sind also quitt. 

Nicht minder interessant, aber weniger bekannt ist die 




Fig. 1. 
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> 

folgende Überlegung: Man hört oft, daß die Zahl der Men- 
schen in früheren Zeiten weit geringer gewesen sei als in 
der Gegenwart Eine einfache Oberlegung lehrt, wie falsch 
diese Ansicht ist. Es sei die Anzahl der gegenwärtig leben- 
den Menschen n. Jeder dieser n Menschen hat einen Vater 
und eine Mutter gehabt, also 2 Eltern; die Zahl seiner Groß- 
eltern beträgt insgesamt 4. Geht man bis zur pten Gene- 
ration zurück, so ist die Zahl aller seiner Urahnen in dieser 
Generation 2*. Wir nehmen jetzt an, daß die Zahl der Jahre, 
die einer Generation entspreche, 30 sei; das ist eher zu viel 
als zu wenig gerechnet. Dann hat also der einzelne Mensch, 
wenn man 30 • p Jahre zurückgeht, 2 P Urahnen, die zu dieser 
Zeit lebten. Für n Menschen macht das n • 2 P Urahnen. Da 
2 10 ungefähr 1000 ist, so lebten also bereits vor 300 Jahren 
etwa 1000 mal so viel Menschen als in der Gegenwart, vor 
600 Jahren sogar 1000 000 mal so viel und so fort. 
4 Schließlich noch ein etwas entlegeneres Beispiel; der fol- 
gende Satz ist zu beweisen: An einer Geraden sind die 
Punkte A 9 O, M, B, N in der angegebenen Reihenfolge so 

angeschrieben, daß AO — OB und ^==g^ ist. Es soll 
bewiesen werden, daß 

AM ^AN 
MB Ä BN 

ist. Die Lösung, die einmal ein Schüler tatsächlich gegeben 
hat, geht so: Man kürzt die letztgenannten Brüche, den einen 
durch M, den andern durch N, und erhält dadurch 

B~~ B* • 

Das ist sicher richtig, mithin auch der zu beweisende Satz. 

Das letzte dieser Beispiele, die sicher mancher Leser 
mit einem Au! quittiert hat, erinnert an die Puchsenf rage 

in den mathematischen Vereinen, warum man nicht in 
das d weghebe, oder an die Berechnung 1 ) von f^r = j* d '* 

1) Tatsächlich vorgekommen ist die Berechnung: 
ff(x)dx /<** x 

ff(x)g(x)dx fg(x)dx fg(x)dx' 
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das letztere gibt dann 1, da ja bekanntlich Integration und 
Differentation entgegengesetzte Rechenoperationen sind. 

Eine eigene Klasse von Trugschlüssen bilden diejenigen, 
bei denen total falsche Rechnungen zum richtigen Ergebnis 
führen. Die Überraschung liegt hier eben darin, daß an 
Stelle des erwarteten falschen Resultates das richtige er- 

26 

scheint. Für diese Gattung nur zwei Beispiele: In ~ oder 
j-x kann man ungestraft die 6 „kürzen", man erhält doch 



das richtige Ergebnis. Ebenso ist es erlaubt, in y die 5 



einfach vor das Wurzelzeichen zu ziehen, oder in y 12^ 
die 12. In der Tat ist 



Die im folgenden zusammengestellten Trugschlüsse sind 
in zwei Kapitel gegliedert; eines bringt Beispiele aus der Arith- 
metik und Algebra, das andere aus der Geometrie. Einige 
Trugschlüsse, die mehr der Mechanik als der Mathematik 
angehören, sind an geeigneter Stelle eingeschaltet. 

Die Einteilung ist keine strenge. Auch in dem geome- 
trischen Kapitel wird gerechnet. Ich glaube, es gibt Fälle, 
wo erst die Rechnung einen Trugschluß wirklich aufdeckt, 
wo die Anschauung, sagen wir vorsichtig, bei manchen Men- 
schen versagt. Ich möchte da an die bekannte Scherzfrage 
erinnern: 

Einen Strick denke man sich um den Erdäquator gelegt; 
er sei etwas zu lang dazu, es mögen etwa 10 m übrig blei- 
ben. Man denke sich trotzdem die Enden des Strickes an- 
einandergelegt, so daß der Strick rings um die Erde herum 
ein wenig gelockert wird. Der Einfachheit halber* werde 
angenommen, daß er überall um ein geringes, aber stets 






allgemein ist nämlich 
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gleich großes Stück von der Brdoberfläche abstehe. Wie 
groß ist dieser Abstand? Könnte wohl eine Fliege zwischen 
der Erde und dem gelockerten Strick durchkriechen? 

Die Antwort ist bekanntlich, daß allerdings eine Fliege 
hindurchkriechen könnte, ja daß ein nicht allzugroßer Mensch 
unter dem Strick weggehen könnte, ohne sich zu bücken. 

Mit der anschaulichen Erfassung dieser Tatsache ist es 
nun wirklich eine heikle Sache. Manch ein Mathematiker 
hat mir versichert, es sei ihm unmöglich, sich das vorzu- 
stellen; nicht wenige Nichtmathematiker haben mir gesagt, 
es sei überhaupt nicht wahr, die Rechnung müsse falsch 
sein. 

Auf Trugschlüsse, die trotz ihrer mathematischen Gestalt 
dem Gebiete der Physik angehören, bin ich nicht einge- 
gangen. Ihrer gibt es eine große Zahl. Ich nenne nur als 
Beispiel, daß aus der bekannten Zustandsgieichung der Gase 
p'V — RT gefolgert werden kann, daß bei konstantem Druck 
etwa von einer Atmosphäre das Volumen eines Gases Null 
wird, wenn das Gas bis auf — 273° abgekühlt wird, ja daß 
das Volumen kleiner als Null, also negativ wird, wenn die 
Abkühlung noch weiter getrieben wird. 

Ich habe davon abgesehen, den einzelnen Trugschlüssen 
Quellenangaben beizufügen. In vielen Fällen sind solche 
Angaben unmöglich; die Trugschlüsse werden von Mund zu 
Mund weitererzählt, erst später hat sie vielleicht jemand ir- 
gendwo veröffentlicht, ohne daß man weiß, ob das nun 
auch wirklich die erste Wiedergabe ist, ob nicht in irgend- 
einem Familienblatt oder in einer Schülerzeitung der Fall 
schon vorher erwähnt ist. Nur das will ich sagen, daß ich 
in der neuesten Auflage des bekannten Werkes W. W. Rouse 
Ball, Mathematical Recreations and Essays, 5. Aufl. (London, 
Macmillan, 1911) neben vielen bekannten eine größere Zahl 
mir bisher unbekannter Trugschlüsse gefunden habe. Viel- 
leicht kann der eine oder andere Leser noch manchen an- 
deren interessanten Trugschluß der auf den folgenden Blät- 
tern gebrachten Auslese hinzufügen. 

Und nun noch ein Wort darüber, wie ich mir die Lektüre 
dieser Trugschlüsse denke. Mit dem Erstaunen über das 
falsche Ergebnis und dem daraus abgeleiteten Trugschluß, 
daß die über alle Täuschung erhabene Mathematik auch ein- 
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mal versagt, ist es nicht genug. Der Fehler will natürlich 
entdeckt und erkannt sein. Ich habe das ganz und gar dem 
Leser überlassen und es sogar vermieden, auch nur An- 
deutungen in dieser Richtung zu machen. Aber auch das 
Aufdecken der Fehler durch den Leser scheint mir noch 
nicht das rechte Endziel. Man lasse sich nicht damit 
genügen, den Finger auf die Stelle zu legen, wo der 
Fehler steckt. Man versuche, ihn auf eine knappe Form 
zu bringen, den Fehler gleichsam aus der mehr oder 
weniger verbergenden Einkleidung herauszuschälen. Viel- 
leicht ist es auch ratsam, selbst eine andere Einklei- 
dung zu ersinnen. — Der Kern nicht weniger dieser Trug- 
schlüsse hat in der Geschichte der Mathematik eine Rolle 
gespielt, einige Trugschlüsse können geradezu als Aus- 
gangspunkte für neue Wege mathematischer Forschung 
angesehen werden, 

II. ARITHMETIK UND ALGEBRA. 

1. 

Es ist 

2 kg = 2000 g, 

3 kg = 3000 g. 

Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt Gleiches, also ist: 

6 kg - 6000000 g. 

2. 

Wendet man auf die folgenden zwei Sätze: 

1 Katze hat 4 Beine, 

0 Katze hat 3 Beine 

(den letzten Satz lies: Keine Katze hat 3 Beine) den Grund- 
satz an „Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches", so er- 
hält man das merkwürdige Resultat: 

1 Katze hat 7 Beine. 
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3. 

Jede Zahl ist gleich ihrem Doppelten. Es ist 

a 2 — a* = a 2 — a 2 . 

Zieht man links a vor die Klammer und wendet man rechts 
die Formel 

(x + y) (x — y) = x l — y* 

an, so folgt 

a • (a — a) = (a + a) • (a — a). 

Dividiert man jetzt beide Seiten durch den Faktor {a — a), 
so erhält man das Ergebnis 

a = 2a. 

Dieser Trugschluß sei mit einigen Folgerungen in etwas 
andere Form gekleidet. Es sei x = 1, dann ist x* = 1 oder 
x* — 1 = 0 , also nach der Division durch x — 1 auch 
x + 1 = 0, d. h. auch x = — 1. Daraus folgt 1 = — 1 oder 
auch 2 a = 0, d. h. jede beliebige Zahl ist Null. Es ist also 
nicht schwer, das Sprichwort „Einmal ist keinmal" mathe- 
matisch zu beweisen! 

4 - 

Alle Zahlen sind einander gleich. Es seien a und b 
zwei Zahlen, und zwar sei etwa a > b. Dann führt man 
eine positive Zahl c so ein, daß 

a = b + c 

ist. Multipliziert man diese Gleichung mit a — b, so erhält 
man 

a-a-a-b = a- b + a'C — b • b — b* c, 

a.' a — a»b — a'C = a»b — b *b — b • c 9 

a • (a — b — c) = b • (a — b — c), 

und wenn man durch den gemeinsamen Faktor beiderseits 
dividiert, 

a = b. 
5. 

Vorgelegt sind die Gleichungen 

2x + y = 8 

*-a-f 
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Man setzt, um die Gleichungen zu lösen, den Wert von x 
aus der zweiten Gleichung in die erste ein und erhält 

Daraus folgt 

4 = 8. 
6. 

Die Gleichung 

6* + 25=» 10* + 15 
behandelt jemand folgendermaßen. Es ist 

3 (2* -5) = 5 (2* -5); 

folglich ist 

3 = 5. 
7. 

Die Gleichung 

x + 5 4x — 40 

x — 7 5 "~ 13 — x 

* 

behandelt jemand folgendermaßen. Er rechnet: 

x + 5 — 5(x — 7) = 4x — 40 
x — 7 13 — x ; 

4x — 40 4x — 40 
x — 7 ~~ 13 — x ; 

4x — 40 4x — 40 
7 — x ~~ 13 — jc 

und folgert daraus, daß 7 = 13 ist. 

8. 

Beweis, daß 2X2 = 5 ist. Es gibt ein Theaterstück: 
2x2 = 5. Wenn die Güte eines Theaterstückes der An- 
zahl der Aufführungen proportional ist, muß es sehr schön 
sein. Ich weiß leider nicht, ob in diesem Theaterstück die 
Richtigkeit der Titelgleichung bewiesen wird. Jedenfalls 
könnte es in folgender Weise geschehen. Es ist: 

16- 36 = 25 -45; 
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Ol gl 

16-36+^ = 25-45 + T ; 
(4 -4)- (.-{.)', 

A 9 K 9 

4 = 5. 
9. 

Eine Zahl ändert ihren Wert nicht, wenn man 1 
zu ihr addiert Es ist 

n'-n(2n + 1) = (n + l)'-(n + l)(2n + D, 

wovon man sich leicht durch Ausmultiplizieren Oberzeugt 
Daraus folgt 

„»- n( 2n+l) + p±2) S - 

(n + 1)' - (n + 1) (2n + 1) + f 5 ^)'; 
(.-^•-(fc+U-S-fi)', 

n =» n + 1. 
10. 

I 

Zwei beliebige Zahlen sind einander gleich. Vor- 
gelegt ist die Gleichung 

(x-a)' = (x-b)\ 

Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so erhält man 

x — a = x — b; 

folglich ist 

a = b. 
11. 

Jede positive Zahl ist gleich der negativen Zahl, 
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die denselben absoluten Wert hat Nach den Gesetzen 
Ober die Wurzelrechnung ist 

yZTZ . Y=l = V(- a) • (- a) = Yä*= a; 
folglich ist 

a — — a. 
12. 

Der Logarithmus einer negativen Zahl ist gleich 
dem Logarithmus der entsprechenden positiven 
Zahl. Es ist 

2 log a = log (a 2 ) — log ([- a] 2 ) = 2 log (- a), 

also der Behauptung entsprechend 

log a = log (— a). 

Ein Spezialfall davon ist der folgende: 
Der Logarithmus von — 1 ist Null. Wenn man die 
Gleichung 

(- D 2 = 1 

logarithmiert, so erhält man 

21og(- 1) = log 1=0. 

Aus diesem Resultat, daß log(— 1) = 0 ist, kann man noch 
andere überraschende Schlüsse ziehen. Es folgt daraus z. B. 

10° = - 1, 

und da die linke Seite dieser Gleichung den Wert 1 hat, 

1 =- 1. 

13. 

Wenn a > b ist, dann ist auch a> 2b (a und b sind 
positive Zahlen). Aus 

(1) a>b 

folgt durch Multiplikation mit b 

a-b>b\ 
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und ferner, wenn man beiderseits a* subtrahiert, 

a • b - a 2 > fr 2 - a 2 
oder nach Division durch b — a 

a> b + a. 

Addiert man zu dieser schon recht merkwürdigen Unglei- 
chung jetzt die obige Ungleichung (1), so erhält man 

2a>2b + a. 

Folglich ist 

a>2b. 
14. 

Jede positive Zahl ist kleiner als Null. Es sei n 
eine ganze positive Zahl. Dann ist 

2n- l<2n. 

Multipliziert man diese Ungleichung mit — a, wo a irgend- 
eine positive Zahl ist, so erhält man 

— 2an + a<— 2an. 

Folglich ist, wenn man beiderseits 2 an addiert, 

a<0. 

15. 

i* - 1. Es ist 

Vx -y = iYy- Xf 

wo i bekanntlich für ]/— 1 steht. 

Diese Gleichung gilt, welche Werte auch die Größen x und 
y annehmen. Es ist also 

Va-b = i-Vb=Z 

und ebenso 

Vb-a = i • Va-b. 
Multipliziert man beide Gleichungen, so folgt 

Va-b • yiT^li = z 2 • Vb=~a~ . Vo"^~&. 
Nach Division durch die gemeinsamen Faktoren erhält man 

/ 2 =1. 
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Diese Tatsache läßt sich noch auf anderem Wege „be- 
weisen". Es ist | _ i 

folglich 



oder 



Es ist also 

f = 1. 

16. 

Zur Kritik eines physikalischen Gesetzes. Wenn 
ein Gas bei konstantem Druck durch Temperaturerhöhung 
um <° von dem Volumen v 0 bei 0° auf v t ausgedehnt wird, 
so ist nach dem Gay-Lussacschen Gesetz bekanntlich 

! v t — »o U + 
wo a etwa 273 ist. 

Läßt man hingegen das Volumen konstant, so besteht zwi- 
schen den Spannungen p t und p 0 bei r° und 0° die Glei- 

ChU " g P, = Po (!+«')• 

Multipliziert man beide Gleichungen, so erhält man 

Vt Pt^Pf *>o (1 + «ö*. 
Also ist das bekannte Boyle-Gay-Lussacsche Gesetz 

v t p t = v o p 0 (l +at) 

falsch? 

17. 

Achilles und die Schildkröte. Achilles und eine Schild- 
kröte liefen um die Wette. Die Schildkröte hatte einen Vor- 
sprung von, sagen wir, 100 m. Unsere Überlegung wird 
zeigen, daß Achilles nicht imstande ist, die Schildkröte ein- 
zuholen, wenn er auch, nehmen wir einmal an, 10 mal so 
schnell laufen kann wie seine Gegnerin. Hat nämlich Achilles 
die 100 m zurückgelegt, so hat die Schildkröte noch einen 
Vorsprung von 10 m. Hat er auch diese durchmessen, so 
ist ihm die Schildkröte noch 1 m voraus. Wenn Achilles 
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diesen einen Meter nachgeholt hat, ist ihm seine Konkur- 
rentin immer noch 10 cm voraus. Nach Zurücklegung dieses 
Abstandes ist die Schildkröte immer noch im Vorsprung. 
Fährt man in dieser Überlegung fort, so ergibt sich, daß 
der Abstand zwar immer geringer wird, aber nie ganz ver- 
schwindet; Achilles wird also die Schildkröte tatsächlich nie 
einholen. 

Die Geschichte von Tristram Shandy. 1 ) Ein Gegen- 
stück zu dem Wettlau! zwischen Achilles und der Schild- 
kröte ist die Geschichte von Tristram Shandy. Dieser Mann 
begann seine Lebensgeschichte zu schreiben, und er tat es 
so gründlich, daß er für die Geschichte der beiden ersten 
Tage zwei Jahre brauchte. Es ist ja klar, daß er auf diese 
Weise, also im gleichen Tempo fortschreibend, niemals mit 
seiner Lebensgeschichte fertig geworden wäre. Er wäre 
über seiner gründlichen Arbeit verstorben. Wenn er aber 
lange genug gelebt hätte, dann wäre seine ganze Lebens- 
geschichte geschrieben worden. In der Tat, handelt es sich 
auch um zwei Tage aus noch so später Lebenszeit, da er 
lange genug lebt, kommt er in seiner Historie auch einmal 
an diese Zeit. 

18. 

Die Summe der unendlichen Reihe 1 — 1 + 1 — 1 
+ 1 — 1 H — ••• ist y. Die Summe einer unendlichen geo- 
metrischen Reihe mit dem Anfangsglied a und dem Quo- 
tienten q ist 

a 

S ~ 1^' 

Die vorgelegte Reihe ist eine geometrische mit dem An- 
fangsglied 1 und dem Quotienten — 1. Setzt man diese 
Werte in die Summenformel ein, so erhält man als gesuchten 
Wert 

1 \_ 

S — 1 — (— 1) — 2* 

1) Diese Geschichte ist eigentlich kein Trugschluß, sondern 
ein Paradoxon. Auch der vorangehende Trugschluß ist unter dem 
Namen Paradoxon des Zeno bekannt. 

Lietzmann-Trier: Wo steckt der Fehler? 2 
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Wer die Reihenlehre kennt, wird leicht die folgenden Reihen 
ableiten: 

l 



1 +X + X* 



1 - x + x 8 - jc 4 + x« - x 1 + 



von deren Richtigkeit man sich auch durch einfache Divi- 
sion überzeugen kann. Setzt man darin x = 1 , so erhält 

man für die Summe unserer Reihe auch die Werte -~- und 
1 



■y. Was ist nun richtig? 



19. 



Der natürliche Logarithmus der Zahl 2 ist Null. 
Die Reihenentwickelung liefert für log nat 2 den Wert 

lognat2 - 1 -y + + + •'•• 

Diese Reihe ist konvergent. Wenn man die positiven und 
negativen Glieder zusammenfaßt, so erhält man 

| 0 gnat2-(l+4- + 4- + .-.)-(4 + | + -J- + •■•). 

Wenn man hierin den Wert der zweiten Klammer zur ersten 
addiert und entsprechend von der zweiten subtrahiert, so 
ergibt sich 

*W»'2-[(i+T + T + '--) + (t + T + T + ---X 

-»(* + * + * + -)• 

Zieht man die beiden runden Klammern zu einer zusammen 
und multipliziert die letzte Klammer mit 2 durch, so folgt: 

log nat 2 = (l + y + y + T"*"y"* ) 

_ (l+ . + . + .<4 + ...) 

log nat 2 = 0. 



Digitized by Google 



Arithmetik und Algebra 



20. 

Der Wert des natürlichen Logarithmus von 2 än- 
dert sich nicht, wenn man ihn mit 2 multipliziert. 
Wenn man die Reihe 

(1) lognat2= l-y + + + 

mit 2 multipliziert, so erhält man 

2 12 12 

2 log nat 2 = 2 - 1 + -3— y + y — y + y-H • 

Wenn man jetzt die Glieder mit gemeinsamem Nenner zu- 
sammennimmt und nach steigendem Nenner ordnet, so er- 
hält man 

(2) 21ognat 2 - 1 - y + y - \ + y - + • • • 

Das ist aber dasselbe, was oben bei (1) stand. Es ist also 

log nat 2 = 2 log nat 2, 

ein Ergebnis, das man freilich aus Nr. 19 direkt erhalten 
könnte. 

21. 

e=lundtf=oo. Die Basis 0 = 2,7 1828... der natürlichen 
Logarithmen wird zumeist durch den Grenzwert definiert, dem 

der Ausdruck (l + — ) "zustrebt, wenn n unendlich wird. Geht 

man in dem Klammerausdruck zur Grenze über, so wird der 

Bruch -jj- gleich Null, die Klammer nimmt also den Wert 1 

an, und das unendliche Produkt aus lauter Faktoren 1 wird 
selbst gleich 1. So ergibt sich für e der Wert 1. 

Man kann aber noch anders vorgehen. Macht man den 
Ausdruck in der Klammer gleichnamig, so erhält man einen 

positiven Bruch Wie groß auch n sei, der Bruch ist 

stets ein unechter, denn der Zähler ist ja immer um 1 größer 
als der Nenner. Nun ist, wie man sich leicht überzeugen 
kann, das unendliche Produkt aus lauter gleichen Paktoren 
gleich 0, wenn der Faktor ein echter Bruch ist, gleich 1, 
wenn der Faktor 1 ist (wie schon oben benützt), gleich oo, 

2* 
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wenn der Faktor > 1 ist Hier trifft das letzte zu, wir er- 
halten also als Grenzwert und damit als Wert für e den 
Wert oo. 

DL GEOMETRIE 
22. 

Geometrischer Beweis dafür, daß 64 = 65 ist. Man 
schneidet aus Millimeterpapier oder irgendwie anders kar- 
riertem Papier zwei Dreiecke mit den Katheten 3 und 8 aus 




Fig. 2. 



Fig. 3. Fig. 4. 

und zwei Trapeze, die je zwei rechte Winkel haben und in 
denen die parallelen Seiten die Längen 3 und 5 haben, wäh- 
rend der Abstand dieser Seiten 5 ist (Fig. 2). Setzt man 
nun die vier Figuren so zusammen, wie es Fig. 3 zeigt, so 
ist der Flächeninhalt 64, setzt man sie aber so zusammen, 
wie es Fig. 4 zeigt, offenbar 65. Man kann aus den vier 
Flächenstücken auch eine Figur erhalten, deren Inhalt 63 ist. 
Wer kanns? 

23. 

Jedes Dreieck ist gleichschenklig. Es sei ABC ir- 
gendein Dreieck, dann konstruiere man die Winkelhalbie- 
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Fig. 5. 



rende des Winkels bei A und die Mittelsenkrechte der Seite 
£C, die Mitte von BC sei £ (Fig. 5). Beide Geraden werden 
sich schneiden, es sei denn, 
daß sie parallel sind; im letz- 
teren Falle wäre das Dreieck 
aber bereits gleichschenklig 
und wir könnten uns den 
weiteren Beweis ersparen. 
Der Schnittpunkt der Gera- 
den sei M. Wir betrachten 
zunächst den Fall, daß dieser 
Punkt M innerhalb des Drei- 
ecks liegt. Wir fällen von M 
auf AB und AC die Senkrechten MF und ME. Dann ist 

(1) AAFM^AAEM 9 

(2) AMDB^AMDC. 
Aus (1) folgt 

MF - ME, 
aus (2) 

MB = MC, 
folglich ist auch 

(3) AMBF^AMCE. 
Aus (1) folgt 

(4) AF = AE, 
aus (3) 

(5) FB = EC. 
Addiert man die Gleichungen (4) und (5), so ergibt sich 

AB = AC. 

Das ist unsere Behauptung. 

Sollten sich die Winkelhalbierende und die Mittelsenk- 
rechfe nicht innerhalb des Dreiecks schneiden , sondern 
außerhalb, so lassen sich an der Hand der Figur 6 dieselben 
Schlüsse durchführen wie eben, nur daß am Schluß die 
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beiden Gleichungen (4) und (5) nicht zu addieren sind; man 
muß vielmehr (5) von (4) subtrahieren. 

Eine naheliegende Folgerung aus diesem Satze ist, daß 
alle Dreiecke gleichseitig sind. 



24. 

Ein rechter Winkel ist gleich einem stumpfen. Es 

sei das Viereck AB CD in Fig. 7 bei 
A rechtwinklig, die Seiten AD und 
BC seien gleich lang, ABC schließ- 
lich sei ein stumpfer Winkel. Man er- 
richtet auf AB und auf DC Mittel- 
senkrechten, die sich in S schneiden. 
S wird mit den Ecken des Vierecks 
verbunden. Nun ist SA = SB und 
SD = SC, folglich ist 

ASAD^ASBC. 

Daraus folgt 

$Z SAD = SBC. 

Zieht man von dieser Gleichung die folgende ab: 

$:sab = 3:sba, 

so ergibt sich das Resultat, daß der ursprünglich als stumpfer 
vorausgesetzte Winkel ABC dem rechten Winkel BAD 
gleich ist. 




Fig. 7. 



25. 

Wenn in einem Viereck zweiGegenseiten gleich 

sind, so sind die beiden ande- 
ren Seiten parallel. Es sei ABCD 
ein Viereck, in dem die zwei einander 
gegenüberliegenden Seiten AB und 
DC gleiche Längen haben (Fig. 8). 
c Im Mittelpunkt E von AD errichte ich 
die Senkrechte und ebenso im Mittel- 
punkt F von BC, Beide schneiden sich 
in dem Punkte S. Wenn sie nämlich parallel wären, so 
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wären auch AD und BC parallel und ich könnte mir den 
Beweis meiner Behauptung ersparen. Ich will nun nach- 
weisen, daß ESF eine Gerade ist; daraus folgt dann sofort, 
daß dem zu beweisenden Satze entsprechend AD und BC 
parallel sind. Ich verbinde S mit den Ecken des Vierecks. 
Dann sind die Dreiecke SAE und SDE, ebenso die Drei- 
ecke SBF und SCF kongruent, mithin auch, da AB und 
DC gleich sind, die Dreiecke SAB und SDC. Aus diesen 
Kongruenzen folgen die folgenden Gleichungen von Winkeln: 

(1) ^ESA^^CESD 

(2) $:asb = <$:dsc 

(3) $:bsf=<$:csf. 

Durch Addition der drei Gleichungen folgt, daß der Winkel 
ESF ein gestreckter sein muß. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Freilich bedarf noch ein Punkt der 
Erörterung. Ich habe angenommen, 
daß der Schnittpunkt S der beiden 
Mittelsenkrechten innerhalb des Vier- 
ecks liegt. Er könnte aber auch 
außerhalb des Viereckes liegen. Die 
Fig. 9 deutet den ganz entsprechen- 
den Beweisgang für diesen Fall an. 
Nur sind hier am Schluß die drei Winkelgleichungen nicht 
zu addieren, vielmehr zeigt man das Zusammenfallen von 
SE und SF etwa dadurch, daß man die Gleichungen (2) 
und (3) addiert und nun sowohl SE wie SF als Winkel- 
halbierende von ASD findet; beide müssen also zusammen- 
fallen. 

26. 

Ein Teil einer Geraden ist gleich der ganzen Ge- 
raden. In dem ungleichseitigen Dreieck ABC sei a der 
größte Winkel; ß ist also spitz (Fig. 10). Wir tragen den 
Winkel t an AB in A an; der freie Schenkel schneide BC 
in D. Von A werde außerdem auf BC die Senkrechte AE 
gefällt. Jetzt ist 
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(1) 



AABC~&DBA t 



und da die Flächeninhalte ahnlicher Dreiecke sich verhalten 
wie die Quadrate homologer Seiten, so ist 

(2) AABCiA DBA - AC* : AD\ 

Nun haben die beiden Dreiecke aber, wenn man die Seiten 

BD und BC als Grundlinien an- 
sieht, gleiche Höhen, ihre Flä- 
cheninhalte verhalten sich also 
auch wie die Grundlinien BC 
und BD. So erhält man die Pro- 
portion 

n\ Ac% - AD * 
Kö) BC " BD* 

Die den Seiten AC im &ABC 
und AD im &ABD gegenüberliegenden Winkel sind spitz. 
Ich wende nun den Satz an: Im Dreieck ist das Quadrat 
Ober einer Seite, die einem spitzen Winkel gegenüberliegt, 
gleich der Summe der Quadrate über den beiden anderen 
Seiten, vermindert um das doppelte Rechteck aus einer dieser 
Seiten und der Projektion der anderen auf sie. Es ist hiernach: 

AB* + BC* — 2 BC- BE AB* + BD* — 2BD . BE 
BC * BD ' 




(4) 



Wenn man die Summen in den Zähler gliederweise durch 
die Nenner durchdividiert, so hebt sich 2BE beiderseits 
weg und es bleibt 

(5) *»L + BC= A£ + BD 

Vertauschen hierin BC und BD ihre Stellung, so ergibt 
sich, wenn man nachträglich noch jede der beiden Seiten 
auf einen Nenner bringt: 

AB* — BC- BD AB* — BC- BD 
BC ~~ BD 

Da die Zähler beider Brüche gleich sind, folgt aus dieser 
Gleichung 

BC^BD. 
Das war die Behauptung des Satzes. 
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27. 

Die Winkel an der Hypotenuse eines rechtwink- 
lig-gleichschenkligen Dreiecks sind 60°. Ober einer 
Geraden B C werden ein gleichseitiges 
Dreieck ABC und ein gleichschenklig- 
rechtwinkliges Dreieck DBC, beide 
nach ein und derselben Seite der Ge- 
raden, errichtet (Fig. 11). Die Strecke 
DC werde auf der Geraden AC von 
C bis H abgetragen. H 
werde mit dem Mittel- 
punkte K der Seite BD 
verbunden und über K 
hinaus verlängert bis zum j 
Schnittl mit der Verlänge- 
rung von BC. L werde ver- 
bunden mit D. Im Mittel- 
punkte M von LD werde 
die Senkrechte errichtet, die die Mittelsenk- 
rechte von LH mit dem Fußpunkt N in 0 
schneidet. 1 ) Dieser Punkt 0 werde mit C, 
Dj H und L verbunden. Nun sind zunächst 
OD und OL und ebenso OL und OH 
gleich. Also ist OD = OH. Mithin sind die g * 
Dreiecke OCH und OCD kongruent, denn es war ja auch 
CD = CH. Daraus folgt aber, daß der Winkel DGB an der 
Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks und 
der Winkel im gleichseitigen Dreieck gleich sind. 




28. 

Alle Kreise haben gleichen Umfang. Die beiden 
gegebenen Kreise mögen konzentrisch aufeinandergelegt und 
fest miteinander verbunden werden (Fig. 12). Der größere 
Kreis rolle längs der Geraden AD seine Peripherie ab. Dann 
beschreibt der mit C bezeichnete Punkt auf der Peripherie 
des kleineren Kreises den Weg CB. Die Strecken AD und 
CB sind gleich, sie sind ja Gegenseiten in einem Rechteck. 

1) In der Figur liegen N und K sehr nahe beieinander! 
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Da außerdem die beiden Kreise fest miteinander verbunden 
sind, so hat sich der kleine Kreis während der einmaligen 




Umdrehung des größeren auch nur einmal gedreht, CB ist 
also die Abwicklung der Peripherie des kleineren Kreises. 
Es ergibt sich also, daß die Umfänge beider Kreise gleich 
lang sind. 

29. 

Die Summe der Winkel eines Kugeldreiecks ist 
180°. Ein bekannter Beweis des Satzes von der Winkel- 

summe im ebenen Dreieck ist der 
\^ folgende (Fig. 13): Man zeichnet das 

7 V\ Dreieck ABC etwa auf den Boden, 

7 geht dann von A aus zunächst nach 

/ \^ ß > B, wendet sich dann nach C, wobei 

A / man sich um den Außenwinkel ß' 

Aj- b gedreht hat, geht jetzt nach C, dreht 

sich um den Winkel y' in die Rich- 
/ Fig. i3. tung nach A. Wenn man sich dann 

schließlich in A noch wieder in die 
Richtung nach B um den Außenwinkel a' dreht, so hat 
man dieselbe Richtung, die man beim Antritt des Rund- 
marsches gehabt hatte, wiedererlangt, nur hat man sich in 
der Zwischenzeit einmal um sich selbst, also um einen Winkel 
von 360° gedreht. Die Summe der Außenwinkel ist also 
360°. Da ein Innenwinkel und sein zugehöriger Außenwinkel 
zusammen 180° betragen, so ist die Summe aller Innen- und 
Außenwinkel 540°; für die Innenwinkel allein bleiben also 
nur 180° übrig. 

Es ist bei dieser Schlußfolge nirgends davon Gebrauch 
gemacht, daß man sich auf der Ebene bewegt Sie läßt 
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sich in genau der gleichen Weise auch auf einer irgend- 
wie gebogenen Flache anstellen. Wenn man z. B. als 
Punkte A, B, C nicht drei nahe beieinander liegende Punkte 
auf dem Fußboden des Zimmers, sondern drei weit von- 
einander entfernte Orte etwa des Deutschen Reiches oder 
irgendwo auf der Erde gewählt hätte, so bliebe in der 
Schlußform alles beim alten. Daraus erhellt die Richtigkeit 
der Behauptung auch für Dreiecke auf Kugelflächen, ja 
sie ist nicht nur für diese, sondern auch für irgendwie 
anders gekrümmte Flächen nachgewiesen. 



30. 

Die Summe der zwei zueinander parallelen Seiten 
eines Trapezes ist gleich Null. Man verlängert die pa- 
rallelen Seiten des Trapezes 
AB CD in entgegengesetzten 
Richtungen, und zwar a über B 
hinaus um b bis E f b über D 
hinaus um a bis F. Man zieht 
die beiden Diagonalen des Tra- 
pezes, A C und B D , und die Ver- 
bindungsgerade der Endpunkte p q Fig. 14. q 
der abgetragenen Strecken, EF. 

Die drei Abschnitte, in die die Strecke BD durch die an- 
dern Strecken AC und EF geteilt wird, seien z t y und x. 
(Fig. 14.) Aus zwei Paaren von ähnlichen Dreiecken erhält 
man dann nach dem Strahlensatz 

a_ x z 
b ~~ y + z~° x + y' 

Wendet man auf den letzten Teil dieser Proportion den Satz 
von der korrespondierenden Addition und Subtraktion an, 
so ergibt sich 

a_ x — z 

b ~ z — x~ 1 ' 

Es ist also 

a = — b oder a + b = 0. 
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31. 

Jedes Dreieck ist gleichseitig. Man verlängert die 
Seiten b und c des Dreiecks ABC (Fig. 15) über A hinaus, 

ß und zwar c um b bis D und b um c bis 
E. Aus dem Sinussatz, angewandt au! 
die Dreiecke BCE und BCD, folgt dann 




also 



Fig. 15. 



(1 \ 
ß + y aj : 

c sin(T + |a) = 

Hieraus ergibt sich 
sin (ß + la)_ 8fa ( T + | a ) f 



b + c . 1 



a 



. 1 

sin ya. 



ß-T. 



In ähnlicher Weise erhält man T = et, und wenn alle drei 
Winkel des Dreiecks gleich sind, ist das Dreieck gleichseitig. 



32. 

Die Diagonale eines Quadrates ist gleich der 
Summe zweier Seiten. Wir wollen den Weg von A bis 
B B B' C C m ^ em nebenstehenden Quadrat 

(Fig. 16), dessen Seite der Einfach- 
heit halber gleich 1 sei, in der 
Weise zurücklegen, daß wir erst 
nach B t dann nach C gehen; der 
zurückgelegte Weg ist dann gleich 
2. Die Weglänge bleibt unverän- 
dert, wenn wir statt dieses Weges 
den Stufenweg AB X B^B Z C wählen, 
j Auch wenn wir jetzt die Zahl der 
D Stufen verdoppeln, ihre Höhe also 
auf die Hälfte herabsetzen, bleibt 
die gesamte Weglänge 2. Das können wir fortsetzen; die 
Figur deutet es für die doppelte Stufenzahl noch an. Lassen 
wir die Stufenzahl durch immer weiteres Verdoppeln ins 
Unendliche wachsen, so bleibt die gesamte Weglängq immer 




Fig. 16. 
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gleich 2, der Weg selbst aber nähert sich immer mehr 
der Diagonale ÄC und stimmt in der Grenze mit ihr 
überein. 

Die Länge dieser Diagonale ist demnach gleich 2. Die 
Beweisführung ist nicht an die Wahl des Quadrates ge- 
bunden; man kann ebensogut von einem Parallelogramm 
ausgehen und dann beweisen, daß die Diagonale im Parallelo- 
gramm gleich der Summe zweier anliegenden Seiten ist. 

33. 

TT = 2. Man zeichne einen Kreis und einen seiner Durch- 
messer. Ist d die Länge des Durchmessers, so ist der Um- 
fang des Kreises nd. Jetzt 
zeichne man in den Kreis zwei 
neue Kreise, deren Mittelpunkte 
auf dem Durchmesser liegen 
und die den halben Durch- 
messer haben wie der erste 
Kreis. Sie mögen so liegen, 
wie es die Fig. 17 anzeigt. Die 
Umfänge dieser beiden Kreise 
betragen dann zusammenge- 
nommen gleichfalls nd. 

Schreibt man jedem der 
Kreise in gleicher Weise wieder Fig. n. 

je zwei Kreise ein, so ist der ge- 
samte Umfang aller vier Kreise immer noch tt d. Das bleibt auch 
so, wenn man damit nach Belieben fortfährt. Was gibt das 
nun in der Grenze für unendlich viele Kreise? Die ent- 
stehende Figur wird sich nicht merklich unterscheiden von 
dem Durchmesser selbst, der aber freilich gleichsam doppelt 
zu denken ist: einmal als Grenze, der die rechten Seiten der 
Kreise zustreben und andererseits als Grenze der linken 
Seiten. So finden wir also 

Ttd — 2d. 

Also ist 

tt = 2. 




♦ 
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34. 

2 

tt = 2y. Der Inhalt der von der kleinen Achse begrenzten 

Halbellipse ist yirafc, wo a und b die halben Hauptachsen 

sind. Der Inhalt eines Flächenstückes, das von einem Parabel- 
bogen und von einer im Abstände a parallel zur Scheiteltan- 
• gente gezogenen Sehne von der Länge 2b begrenzt wird, 

2 

ist y a • 2 b. Läßt man nun in der Ellipse a größer und 

größer werden, so geht die Ellipse in eine Parabel über. 
Man erhalt also in der Grenze die Gleichung 

yTrafc = -|-a • 2b. 

Folglich ist 

71 = T = 2 T' 



35. 

Grundlagen zur Konstruktion einer Zeitmaschine. 
Es ist eine aus der Erdkunde bekannte Tatsache, daß Schiffe, 
die um die Erde fahren, an einer bestimmten Stelle, der 
Datumscheide, die ungefähr dem 180. Meridian folgt, das 
Datum gegenüber der richtigen Folge um einen Tag zurück- 
rücken müssen, wenn sie von Westen nach Osten fahren, 
um einen Tag vorausrücken, wenn sie die Datumgrenze von 
Ost nach West kreuzen. Man denke sich jetzt den Fall, es 
gelänge, ein schnelles Flugzeug zu konstruieren, das in 23 
Stunden einmal um die Erde fliegen könnte. Der Flieger 
käme dann, wenn er nach der eben gegebenen Regel ver- 
fahren hätte, bei einem Fluge in der Richtung von Westen 
nach Osten, eine Stunde früher am Abflugsorte an, als er 
abgeflogen ist. 

Leider läßt sich dieses Verfahren bei dem gegenwärtigen 
Stande der Flugtechnik noch nicht in die Wirklichkeit um- 
setzen. Erfreulicherweise kann man aber noch auf andere 
Weise das Problem, beliebig in der Zeit vorwärts und rück- 
wärts zu kommen, lösen. Man begibt sich an den Nordpol. 
Wenn man ihn in der Richtung von West nach Ost um- 
kreist, so kommt man bei jeder Umkreisung um einen Tag 
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zurück, da man ja beim Oberschreiten der Datumgrenze 
einen Tag zurückzählen muß. Wie in die Vergangenheit 
kann man auch in die Zukunft hineingelangen: Man braucht 
nur die Umkreisung des Poles in umgekehrter Richtung 
auszufahren. Konstruiert man einen Apparat, der für eine 
schnelle Rotation um den Pol sorgt, so müßte man mit 
ihm in kürzester Zeit die ältesten Leute wieder jung 
machen können. Ungeahnte Perspektiven eröffnen sich für 
die Geschichte, und auch der Blick in die Zukunft steht jedem 
offen. 

36. 

Ein Luftschiff hat eine Eigengeschwindigkeit von c km in 
der Stunde. Es fährt mit dem Winde, dessen Geschwindig- 
keit in der Stunde v km betragen möge, nach einer Stadt, 
die / km entfernt ist. Dort angekommen wendet es sofort 
und fährt jetzt gegen denselben Wind wieder zurück. Da 
die verzögernde Wirkung des Gegenwindes auf der Rück- 
reise die gleiche ist wie die beschleunigende auf der Hin- 
reise, und da außerdem die Strecke, auf der diese Beschleu- 
nigung oder Verzögerung wirksam ist, beide Male die gleiche 
ist, so heben sich beide gegenseitig auf. Die Hin- und Rück- 

21 

fahrt wird also in - Stunden geschehen können. Ist z. B. 

c = 80km, / = 600km, so ist die Fahrzeit 15 Stunden. 
Man sieht, auf die Stärke v des Windes kommt es hierbei 
gar nicht an. Ganz gleichgültig, wie groß die Windgeschwin- 
digkeit ist, immer wird das Luftschiff in 15 Stunden an der 
Abfahrtstelle eintreffen können, denn die Verzögerung, die 
das Luftschiff etwa auf der Hinfahrt durch Gegenwind er- 
fährt, wird durch die Beschleunigung auf der Rückfahrt 
wettgemacht. Freilich muß man voraussetzen, daß in- 
zwischen nicht ein Wechsel in der Windgeschwindigkeit ein- 
getreten ist 

Dies Ergebnis lehrt, daß das Luftschiff zurückkehren 
könnte, selbst wenn der Gegenwind auf der Hin- oder Rück- 
reise der Eigenbewegung des Schiffes gleichkommt, ja wenn 
er diese Eigenbewegung übertrifft! 
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ZWEITER TEIL 

MATHEMATISCHE SCHÜLERFEHLER 

L EINLEITUNG 

Die im folgenden mitgeteilten 50 Aufgaben sind mit we- 
nigen Ausnahmen „wirkliche", d. h. sie sind in der vorlie- 
genden Form mir oder Kollegen von den Schülern ab- 
geliefert worden, entweder bei dem täglichen Unterricht oder 
beim Examen; sehr viele sind Prüfungsaufgaben von der 
sogenannten „allgemeinen Vorbereitungsprüfung" in Däne- 
mark, bei der ich viele Jahre hindurch als Examinator tätig 
war. Gemeine Rechenfehler kommen in den Beispielen nur 
ausnahmsweise vor. Mißverständnisse und Nicht-Verständ- 
nisse der gelernten Sätze nebst Versündigungen gegen die 
Logik sind die Fehler, die am häufigsten auftreten. Bisweilen 
ist alles, was niedergeschrieben ist,. richtig, aber etwas mehr 
oder weniger Bedeutendes fehlt und macht dadurch die 
Lösung unbefriedigend; dann und wann rührt das Verkehrte 
von unrichtiger Zeichnung her. Eine besondere Aufmerk- 
samkeit verdienen einzelne kuriose Fälle, wo das Ergebnis 
richtig ist, trotzdem schwere Fehler begangen sind; diese 
heben jedoch einander gegenseitig auf. 

Was die Ordnung der Aufgaben betrifft, so war es ur- 
sprünglich meine Absicht, die Art der Fehler zugrunde zu 
legen; doch zeigte es sich sehr schwierig, wo nicht unmög- 
lich, dieses Prinzip durchzuführen. Ich beschloß dann, die 
Aufgaben nach dem mathematischen Inhalte in vier Gruppen 
zu teilen und innerhalb jeder Gruppe die Reihenfolge fest- 
zuhalten, daß am ersten fehlendes Wissen, dann fehlendes 
Können und endlich fehlendes Denken maßgebend war. 
Ideal ist diese Ordnungsweise keineswegs; die Grenze zwi- 
schen Können und Denken ist nicht scharf, bei derselben 
Aufgabe können Fehler mehrerer dieser Gattungen vor- 
kommen, in zwei von den mitgeteilten stereometrischen Auf- 
gaben sind die Fehler algebraischer Natur usw.; trotzdem 
dürfte die gewählte Anordnung doch dem Herausgeber und 
vielleicht auch den Lesern die bequemste sein. 

Ich bin davon überzeugt, daß es recht nützlich ist, sich 
mit den am häufigsten vorkommenden Fehlern bei der Lö- 
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sung von Aufgaben bekannt zu machen. Selbst wenn je- 
mand imstande ist, eine Aufgabe richtig zu lösen, wird er 
oft die Fehler in falschen Lösungen nicht sogleich entdecken, 
bisweilen wird er etwas Richtiges als fehlerhaft bezeichnen 
oder etwas Fehlerhaftes als richtig, oder vielleicht zwar die 
Fehler als solche angeben können, aber unfähig sein, die 
den Fehlern zugrunde liegenden Gedankengänge zu er- 
klären. 

So hoffe ich, dem Lehrenden ein vielleicht erwünschtes 
Material zu bieten, gleicherweise aber auch dem Lernenden, 
denn nicht selten ist eine erst fehlerhaft behandelte Aufgabe 
für das mathematische Verständnis fruchtbarer als eine von 
Anfang an glatt und richtig gelöste. 

Dann noch eine Bemerkung: Die Lösungen sind, wie ge- 
sagt, wortgetreue Schölerleistungen. Ein Fehler ist der Mehr- 
zahl dieser Schülerdarstellungen gemeinsam. Sie scheuen 
den Text und beschränken sich auf das Formelgerippe oft 
auch in Fällen, wo Erläuterungen unumgänglich gewesen 
wären. Welche Schwierigkeiten daraus für das Verständnis 
entstehen, zeigen nicht wenige der nachfolgenden Beispiele. 

II. ALGEBRAISCHE GLEICHUNGEN 

I. 

Man soll die Gleichung 

]/jc"+4 Vx — 4 

V*+l + 2 Vö + 1 ~~ — 21/6 + 1 

lösen. 

Lösung. 

Vx*+x-2Vte+Y^+4Vx + 1-81/6 + 4 = 

yx 2 +JC + 21/^ + l/I-4l/J+T-8l/6-4. 

8l/x + 1 + 8 = 4]/6jc; 

21/7+1 = 1/67-2; 
4jc + 4 = 6x + 4-4l/6l; 

Lietzmann-Trier: Wo steckt der Fehler? 3 
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24x = 
jc = 24. 

2. 

Die Gleichung zu bilden, deren Wurzeln alle beide um £ 
kleiner als die Wurzeln der Gleichung 7x* — 6x + 1 = 0 
sind. 

Lösung. 

a und ß seien die Wurzeln der gegebenen Gleichung; 
die der neuen Gleichung sind dann et + y und ß + y , und 
die Gleichung lautet so: 

y 8 -(a + y+ß + y)^+(a + |)(ß + |) = 0 

Nun ist aber 

a -f ß = 6, aß = 1 

(Sätze über die Summe und das Produkt der Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung), also erhält man 

0* - Ty + 4J = 0 

oder 

4y'-28y + 17-0. 
3. 

x + xV2*= 1; finde x\ 

Lösung. 
jc]/2 = 1 — je; 
2x 2 = 1 +x*-2x; 
x 2 + 2x- 1 =0; 
* - - 1 ± Y2 . 

4. 

x + 2Vx = 3; finde x\ 
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Lösung. 

Vx = -\±YA = {_\ 

Da die gegebene Gleichung Quadratwurzeln enthält, ist es 
notwendig, die gefundenen Werte einzusetzen. Dann sieht 
man, daß 1 der Gleichung genügt, während 9 eine „fremde 
Wurzel" ist. 

5. 

Aus den Gleichungen 

(a-2)x + (3a- l)y = 2a 

4x — 2(a — \)y = — a 

sind x und y zu finden. Speziell sind die Fälle a =* 0 und 
a = — 3 zu untersuchen. 

Lösung. 

Die obere Gleichung wird mit 4, die untere mit a — 2 
multipliziert. Dann wird durch Subtraktion erhalten: 

y(2a* + 18a) = a 2 + 6a, 

also 

= a(fl + 6) a + 6 
« 2a(a + 3) 2(a + 3)* 

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die obere Gleichung: 

— fl — 3 
x ~~ 2(a + 3)* 

Wenn a 0, ist x = — y , y = 1. 

Wenn a = — 3, ist x = — °o, # = <». 

6. 

Aus den Gleichungen 

(1) a 2 x 2 = &y 

(2) 2ax* = b*cy 
sind x und y zu finden. 

3* 
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Lösung. 
Durch Division erhält man 

2 " c 

oder 

ac 

Durch Einsetzen in (2): 

2ax* — btc^, 

*' = — , 

Durch Einsetzen in (1): 



b'c 



a 2 • — = 

"2 



ac 



7. 

Die Gleichungen 

(1) x s - = 9 

(2) 2* + 3tf - 22 
sind zu lösen. 



Aus (2): 



in (1) eingesetzt: 



Einsetzung in (1): 



Lösung. 
_ 22 — 3g 

X — 2 » 
5# 2 - 132# + 448 

A A 112 

y = 4 und — . 

jc = ± 5 und x = 



Algebraische Gleichungen 33 
8. 

Man sucht zwei Zahlen, deren Summe, Produkt und Quadrat- 
summe gleich sind. 

• 

Losung. 

Aus 

x + y = xy — *' + y* 

erhält man, weil 

x* + y* = (x+y)* — 2xy, 
3(x + y) = (x+y)\ 
x + y = 3. 

x und y sind dann die Wurzeln der Gleichung 

u 2 - 3u + 3 = 0, 

woraus 

3±j/=l 
u = — 2— ' 

Die Aufgabe hat folglich nur imaginäre Lösungen. 



9. 

Von Skanderborg nach Silkeborg 1 ) laufen 3 Eisenbahn- 
züge, A t B und C. Der Zug A gebraucht 10 Minuten mehr 
für die ganze Fahrt als B, aber 40 Minuten weniger als C; 
seine Fahrgeschwindigkeit (der während einer Stunde durch- 
laufene Weg) ist nämlich um 6| km geringer als die Fahr- 
geschwindigkeit des Zuges B, aber um 12$ km größer als 
die des Zuges C. Wieviele Stunden gebraucht der Zug A 
für die ganze Fahrt, und wie groß ist seine Fahrgeschwin- 
digkeit? 

Lösung. 

A fährt 60 x Minuten, Fahrgeschwindigkeit y km, 

B „ 50* „ „ y + 6i „ , 

O „ 100* „ w y- 12£ „ . 

1) Zwei jütlandische Städtchen. 
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Man kann dann die Gleichungen aufstellen 



60xy=* bOxy + 310* 
0 = 31 



*0 = (*-i)Or + 6i) 
Mittelst d. vor. Ergebnisses 
*= 1. 

Die gesuchte Fahrgeschwindigkeit beträgt 31 km und die 
Dauer der ganzen Fahrt des Zuges Ä 1 Stunde. 

10. 

y7^?+Vx~=P~a-b; 
finde x. Speziell soll angenommen werden a — b. 

Lösung. 

YT^ä* = a - b -V7=T>; 



x _ a * a 2 - lab + b* + x - b* - 2 (a - «Vx-fr*; 

a) = (fc- ajyT^T*; 

x = a 9 + b*. 

Eine Probe zeigt, daß die erste Quadratwurzel negativ zu 
nehmen ist. Im speziellen Falle wird 

x = 2a*. 
11. 

Aus den Gleichungen 

** + xy = a* + ab 
y 2 + xy = a* — ab 
sind x und y zu finden. 

Lösung. 

Aus den gegebenen Gleichungen ergibt sich durch Ad- 
dition: 

(x+y)' = 2a>, 
x + # « a]/2. 
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Durch Multiplikation der Gleichungen erhält man: 

xy(x + yf = o 4 — a*b*, 
woraus mittelst des vorigen Ergebnisses: 

*y = — 2 — • 

Man bildet dann eine quadratische Gleichung: 
aus welcher man findet 



a]/2 , y 2a * _ o' — *>' _ aj/2 , 



z = -\-± V -4 — = — ± 

Also: 

(a + b)Y2 



2 

(a — &) |/2 
# = 2^ 



(a-6)>/2 
2 

(a + &)V2 
2 



12. 



Die Gleichung zu bilden, deren Wurzeln die Quadrate 
der Wurzeln der Gleichung x 4, + ax* + bx % + cx + d =» 0 
sind. Welche Werte müssen den Koeffizienten a, b, c und d 
erteilt werden, damit die zwei Gleichungen zusammenfallen? 

Lösung. 

Die Unbekannte der neuen Gleichung heiße y % also 

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die gegebene Glei- 
chung erhalt man 

y* ± ayV'y + by±cVy + d = 0 9 

die durch Isolation von Vy und Potenzierung die gesuchte 
Gleichung liefert: 

y l + y*(2b - a*) + y 2 (b* + 2d - 2ac) 

+ y(2bd-c f ) + d i = 0. 
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Wenn die zwei Gleichungen zusammenfallen, ist 

x* = x, 

also 

x — 0 oder 1. 

Die gegebene Gleichung hat dann eines der folgenden 
Systeme von Wurzeln: 

0000; 0001; 0011; Olli; 1111 

und mittelst der Relationen zwischen Wurzeln und Koeffi- 
zienten wird in den 5 Fällen erhalten: 



a = 0 


- 1 


-2 


-3 


-4 


fr = 0 


0 


1 


3 


6 


c =0 


0 


0 


- 1 


-4 


d-0 


0 


0 


0 


1. 



III. ARITHMETIK UND ALGEBRA MIT AUSNAHME 
ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN 

13. 

a) Der Ausdruck 
ist zu reduzieren. 

Lösung. 

Vü +fä - fl ~W^W +f(TW -fj^f 

12, r 12, ■ 

= 2]/3 6 + 3 , --i = 2]/6 6 --5 
= 2 1 V / 18 6 - 1 - 6 '^^T 

12 , 

= 6V63. 

b) Reduziere den Ausdruck 

3 , 4 , 5 , — 6 .— — 
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Lösung. 

+ Vfl 7 — \Tä* — Va 11 fl » + a » — a 4_ g » 

n+n-n-n~ n-n 



14. 

Aus der Gleichung 

U/ + V2V ~6~ 

ist * zu finden. 

Lösung. 

log* log -| + logxlog-| = log~ 



(2 3 \ 

log 3- + 10g y) «=l0g 



13 
6 



1 1 13 , 13 
log* -log T « log y; 

logx = 1; 
jc- 10. 

15. 

Aus der Gleichung 

9 • 12 Vx = 6* 

ist x zu finden. 

Lösung. 

Setzt man y f so ändert sich die Gleichung in diese: 

9.12 tf = 6^ 

oder 

9 • (2 • 6)" - (6 tf ) 2 ; 
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diese teilt sich in zwei Gleichungen: 

6 y = 0 und 9-2 y = 6 tf , 

von denen die erste keinen endlichen Wert von y liefert 
Die letzte wird folgendermaßen geändert: 

und teilt sich dann wieder: 

2 V - 0 und 9 = 3 y . 

Die erste von diesen Gleichungen wird wie früher vernach- 
lässigt; aus der letzten erhält man 

y = 2, also x = 4. 
16. 

Ein Gefäß, das anfangs 2000 1 Wasser enthält, wird durch 
ein Rohr geleert, so daß 50 1 in jeder Minute hinauslaufen. 
Wieviel Wasser ist im Gefäße nach Verlauf von 1, 2, 3, ... x 
Minuten? Ist die Wassermenge des Gefäßes der Zeit di- 
rekt oder umgekehrt proportional? Ist die hinausströ- 
mende Wassermenge der Zeit direkt oder umgekehrt pro- 
portional? 

Lösung. 

Nach dem Verlauf v. 1 Min. ist im Gefäß 2000 - 50 = 1950 1 
„ „ „ „2 || „ w „ 2000-2-50 = 19001 
„ „ „ „3 „ „ „ „ 2000-3-50=18501 

n n n i» n » n 2000 X"501. 

Je größer die verflossene Zeit, desto geringer ist die 
Wassermenge des Gefäßes, d. h. die Wassermenge des Ge- 
fäßes ist der Zeit umgekehrt proportional. 

Je größer die verflossene Zeit, desto größer ist die aus- 
geströmte Wassermenge, d. h. die ausgeströmte Wassermenge 
ist der Zeit direkt proportional. 

17. 

Mittelst Logarithmen soll berechnet werden x = Y\og 0,3. 
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Lösung. 



finde xl 



x - Y 0,4771 - 1 = y- 0,5228 

log (-*) = 5^ -0,2395; 

log x — - 0,2395 — 0,7605 — 1 

x = 0,5761. 

18. 

&r+(r-T» 

Lösung. 

4logx gtog* 13 

damit dieses stattfindet, muß sein 

\ogx = 1, 

also 

*« 10. 
19. 

Aus der Gleichung 

9-12^-6* 

ist x zu finden. 

Lösung. 

Setzt man 

dann ändert sich die zu lösende Gleichung in die folgende 

9 • 12* - 6*. 

Werden demnächst die Zahlen 9, 12 und 6 in Primfak- 
toren zerlegt, so wird nach einer einfachen Reduktion er- 
halten : 

3 2+ ».2 2|f -2* , -3^. 
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Da nun eine Zahl nur in einer Weise in Primfaktoren zer- 
legt werden kann, hat man 

2 + y = y 2 ; 2y - y\ 

also beziehungsweise 

Da die zwei Gleichungen gleichzeitig gelten müssen, ist nur 
y = 2 brauchbar. Also 

V^= 2, jc = 4. 
20. 

Für welche Werte von a und ist die Ungleichung 

1T + 7T> 2 

gültig? 

Lösung, 
a* + fc 8 >2afr 

a(a - fr) > b{a - « 
a>*>. 

Die Ungleichheit ist also immer gültig, wenn 

a>b. 

21. 

Gegeben sind 3 Zahlen 

fl = 2 n .5 p -7, 

r 2 = 10 n -24, 

/ 3 = 6 n . 15 p .20. 

Es sind der größte gemeinschaftliche Teiler und das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen zu finden; 
n und p sind ganze, positive Zahlen und n<p. 



I 
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Lösung. 

Man hat 

t 1 = 2 n -5 p >7, 

fj = 2"-5 n -2 8 -3, 

* 8 - 2 n • 3 n • b p ■ 3 P • 2* • 5. 

Also ist der gr. gem. Teiler = 5 n • 2 n , wenn n < 3, aber 

= 5 n • 2 8 , wenn n > 3. 

Dann wird der gr. gem. Teiler für f s und die schon ge- 
fundene Zahl gesucht. 

Kl. gem. Vielfache wird dadurch gefunden, daß das Pro- 
dukt der Zahlen durch ihren gr. gem. Teiler dividiert wird. 

22. 

Zu beweisen, daß 240 in n 4 — 1 aufgeht, wo n eine Prim- 
zahl > 5 ist. 

Losung. 

240 - 3 • 5 • 2 4 ; 

n 4 -l=(n 2 +l)(n + D(n-l). 
3 geht auf, weil n — 1 , n und n + 1 drei aufeinanderfol- 
gende Zahlen der natürlichen Zahlenreihe sind. In einer 
dieser Zahlen muß 3 aufgehen, kann aber nicht in der Prim- 
zahl n aufgehen. 5 geht dem Fermatschen Satze 1 ) zufolge 
auf. 2 4 geht auf aus folgenden Gründen: 2 gibt bei Divi- 
sion in n den Rest 1, also gibt n 4 bei Division durch 2 4 den 
Rest l 4 = 1. Wenn aber die Zahl 2 4 den Rest 1 gibt, geht 
sie in n 4 — 1 auf. 

23. 

Welche Reste kann a 8 — a bei Division durch 12 geben? 
(a ist eine positive, ganze Zahl.) 

1) Der Fermatsche Satz besagt, daß a p_1 — 1, wo a eine ganze 
Zahl, p eine Primzahl ist, durch p ohne Rest teilbar ist, aus- 
genommen, wenn a durch p teilbar ist. Man nennt den Satz auch 
manchmal den „kleinen" Fermatschen Satz zum Unterschied von 
dem in jüngster Zeit so berühmt gewordenen „großen** Fermat- 
schen Satz (vgl. Math. Bibl. 3. Bändchen). 
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Lösung. 

a*-a = a(a+ l)(a- 1) 

ist durch 3 teilbar, weil die drei Faktoren drei aufeinander- 
folgende Zahlen der Zahlenreihe sind. Bei Division durch 4 
muß a einen der Reste 0, 1, 2 oder 3 geben, a* also bzw. 
0, 1, 8 oder 27, a 8 — a also 0, 0, 6, 24; wird aber der Rest 
24, so ist zu sagen, daß die Division aufgeht. Die Antwort 
ist dann: 0 oder 6. 

24. 

Wenn zwei Zahlen a und b relativ prim zu einander sind, 
werden a + b und a • b auch relativ prim sein. Beweise das! 

Lösung. 

Eine Zahl, die in ab aufgeht, darf nur in einem der Pak- 
toren aufgehen, z.B. in a. Dann kann sie nicht auch in 
a + b aufgehen, weil sie dann in b aufgehen müßte (denn 
eine Zahl wird nur dann in einer Summe aufgehen, wenn alle 
Addenden dadurch teilbar sind); sie kann aber nicht in b auf- 
gehen, weil a und b relativ prim sind. Keine Zahl, die in ab 
aufgeht, kann also in a + b aufgehen, d.h. a + b und ab sind 
zueinander relativ prim. 

25. 

Beweise, daß, wenn a und b positive Zahlen sind, nume- 
risch a + b größer als a — b ist. 

Lösung. 

Wir bezeichnen den numerischen Wert einer Zahl r durch 
|r| und schließen dann folgendermaßen: 

|a + *|-|a| + |*| 
| fl | + |*|>|i,|-|*| 

|a|-|*|-|<i-*|. 

|a + *|>|a-fr| f 
was zu beweisen war. 

26. 

Untersuche, ob man aus 

ab>cd und ae>cf 
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die Ungleichheit 

bf>ed 

herleiten kann. (Alle Buchstaben bezeichnen positive Zahlen). 

Lösung. 

Durch Division erhält man 

b d 
~e > 7' 

woraus 

bf> ed. 

Die Antwort muß also bejahend sein. 

27. 

Pinde das letzte Glied a„ und die Anzahl n der Glieder 
einer geometrischen Reihe, in welcher das erste Glied gleich 
a ist, der Quotient k und die Summe der Glieder b. 

Beisp. 1: a = Ä = 3, b= 1092. 

Beisp. 2: a = k — 3, b = 10000. 



Lösung. 



Beisp. 1: 1092 



3 — a n • 3 



1—3 ' 
a n = 729; 

729 = 3 • 3 n_1 = 3", 
n = 6. 



Beisp. 2: 10000 



3 — a n • 3 



1—3 1 
a n = 6667^; 

6667^ = 3 n , 

_ _ log 6667,67 _ 3,8240 QA< 
71 "~ log 3 " 0,4771 Ö ' UA - 

28. 

Das erste und das vierte Glied einer geometrischen Reihe 
sind bzw. 2,1 und — 0,0168; wieviele Glieder der Reihe 
sind mitzunehmen, damit die Summe 1,75056 werde? 
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Lösung. 
2,1 <7 8 = - 0,0168 

** ,--0,2; 

(— 0,2) n — 1 

1,75056 = 2,1 • 

gibt demnächst 

( _ o,2) n = - 0,00032, 

woraus 

lo 

"log 

29. 

Finde x aus der Gleichung 



_ log 0,00032 0^5052 - 4 = g (ungeiähr ). 
n== n^gbl 0,3010- i ° V * 



log (5 + 3x) 8 + log (5 - 2x) 2 4. 

Lösung. 

2 log (5 + 3 x) + 2 log (5 - 2 x) = 4 
log [(5 + 3x)(5-2x)] = 2 
25 + 15x- 10x-6x 2 = 100 
6x*-5x + 75 = 0 

5 + 1/25^24^75 _ 5±5V7lV=T 
— iy 12 

IV. EBENE GEOMETRIE 
30. 

Konstruiere __ _ 

1/ (2^-^)^2 

X=V 3 » 

wenn a und b gegebene Strecken bedeuten. 

Lösung. 

Man setzt 

2a 2 -fc 2 = JT 
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und konstruiert y % als Kathete eines rechtwinkligen Drei- 
ecks, in welchem 2 a die Hypotenuse und b die andere Ka- 
thete ist. Dann ist 

»-VT?. 

Hier wird 




gesetzt, und z wird als vierte Proportionale zu 3,# und Y2 
konstruiert. Endlich wird 

x=Vyz 

als mittlere Proportionale zwischen y und z konstruiert. 

31. 

Zwei konzentrische Kreise sind gegeben; ihre Radien sind 
a und b, wo a> b. Finde den Radius eines zu den ge- 
gebenen konzentrischen Kreises, der den Kreisring zwischen 
den gegebenen Kreisen in zwei andere Kreisringe teilt, der- 
art, daß der Flächeninhalt des äußeren doppelt so groß ist 
als der des inneren. 

Lösung. 

Der gesuchte Radius sei x genannt; man erhält dann 
durch Benutzung des Satzes über den Flächeninhalt ähn- 
licher Figuren: 

(x—b y 2_ 
(a — xy~ 1 ' 

woraus nach Reduktion 

x* - 2x(2a - b) + 2a s -6 2 = 0, 

x = 2a-b± V4a* + b* - 4ab - 2a 8 + b\ 
x = 2a-b±(a-b)V2. 

32. 

Ein Dreieck ABC ist gegeben. Konstruiere eine Ge- 
rade, welche AB und BC schneidet und welche gleiche 

Lictzmann-Trier: Wo steckt der Fehler? 4 
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Fig. 18. 



Abstände von A und B hat, während der Abstand von B 

doppelt so groß als der Abstand 
von C ist. (Fig. 18.) 

Lösung. 

AB sei im Punkte M halbiert 
und BC sei in drei gleiche Teile 
geteilt; sei endlich N der C am 
nächsten gelegene Teilungspunkt. 
Die Gerade durch M und N ist dann die gesuchte. 

33. 

In dem Dreieck ABC sind die Seiten gegeben: 

a — 1,3 cm, b «■ 0,5 cm, c = 1,2 cm. 

. b Die Winkelhalbierende des 

Nebenwinkels von B schneidet 
die Verlängerung von AC in D. 
Finde AD. (Fig. 19.) 




0,5 C x 
Fig. 19. 



Lösung. 
Einem bekannten Satze zu- 



folge kann aufgestellt werden: 

x_ x + 0,5 _ 0,5 
1,3 ~ 1,2 ~ — 0,1 ' 

woraus sich ergibt 

x + 0,5 -= - 6. 
Da keine Strecke negativ sein kann, ist 

AD = 6 cm. 



34. 

Die Gerade, die einen spitzen Winkel 
^ eines rechtwinkligen Dreiecks halbiert, 
teilt die entgegengesetzte Kathete in 
zwei Strecken, die 4 und 5 cm lang 
sind. Wie groß sind die Seiten des Dreiecks? (Fig. 20.) 




Fig. 20. 
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Lösung. 



X 
0 


A 1 




x 2 + 81. 


25 , 
16* - 


5* 
4 ; 

** + 81; 




81; 

16*81 
9 



144; 



x = 12 (cm); # = 15 (cm). 
35. 

Durch den Mittelpunkt einer Krtissehne, deren zugehö- 
riger Zentriwinkel 120° ist, ist eine andere Sehne gezogen; 
der eine Abschnitt derselben ist dreimal so groß als der an- 
dere. Was ist das für eine Sehne? 

Lösung. 

Es muß ein Durchmesser sein, weil der Abstand der 
Sehne von dem Zentrum dem halben Radius gleich ist, so 
daß die zwei Abschnitte der gezogenen Sehne -Jt und fr 
werden (r = Radius des Kreises). Der letzte Abschnitt ist 
also eben das Dreifache des ersten- 

36. 

Zwei Kreise, die einander in P und Q schneiden, berühren 
die Schenkel eines Winkels; die Berüh- 
rungspunkte des einen sind durch A 
und A u die des anderen durch B und B x 
bezeichnet, so daß A und B 
auf demselben Winkelschen- 
kelliegen. Beweise, 1. daß die 
Verlängerungen der Geraden 
PQ durch die Mittelpunkte 
von AB und A { Bi gehen, 
2. daß AA U BB X und PQ einander parallel sind. (Fig. 21.) 

4* 
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Lösung. 

PQ schneide AB in C, A X B X in C x . Der Potenzsatz gibt 
dann: 

CA 1 = CPCQ = CB\ 

also ist C der Mittelpunkt von AB. In derselben Weise er- 
hält man, daß C t der Mittelpunkt von A 1 B i ist. AA ly PQ 
und BB t sind einander parallel, weil sie gleiche Stücke auf 
den Geraden AB und A X B X abschneiden. 

37. 

Konstruiere ein Dreieck aus den zwei Stücken, in wel- 
chen die Winkelhalbierende des einen Winkels die gegen- 
überliegende Seite schneidet, 
nebst einem der dieser Seite 
anliegenden Winkel. Es ist an- 
zugeben, welche Bedingung er- 
füllt werden muß, damit die 
Aufgabe zwei verschiedene Lö- 
Fig. 22. sungen erhält. (Fig. 22.) 




Lösung. 

Auf den einen Schenkel des gegebenen Winkels (A) wer- 
den die gegebenen Stücke a und b abgetragen. Die Spitze 
des dritten Dreieckswinkels wird dann der Schnitt des an- 
deren Schenkels des Winkels mit dem „Verhältniskreise*'. 
Wenn zwei Lösungen vorhanden sein sollen, muß derSchenkel 
den Kreis schneiden. In dem Falle, wo sie einander be- 
rühren, erhalten wir zur Bestimmung des Radius r des Ver- 
hältniskreises: 

a_ a + 2r 
b Ä 2t— 



woraus 
also 

sin 4 = 



ab 
a — b* 

ab 

a — b ab 



a 4-r , ab a 1 

a H r 

1 a — b 
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Zwei Lösungen fordern also 

sin A < - j . 

Bekanntlich ist 

sin A < 1 ; 

aus diesen zwei Ungleichheiten ergibt sich 

b 

— < 1 oder b < a. 

Die gesuchte Bedingung ist also, daß das größte der ge- 
gebenen Stocke der Spitze des gegebenen Winkels zu- 
nächst liegen muß. 

38. 

In einem recktwinkligen Dreieck sind die Katheten a und 
b gegeben. Dem Dreieck ist ein Quadrat, dessen eine Ecke 
in die Spitze des rechten Winkels 
fällt, eingeschrieben. Wie groß ist die 
Seite des Quadrats? (Fig. 23.) 




Lösung. 

Die Diagonalen eines Quadrats hal- Fig. 23. 

bieren die Winkel desselben; also hat 
man nach einem bekannten Satz aber die Winkelhalbierende 
eines Dreieckswinkels (siehe die Bezeichnungen der Figur): 

a b a -|- b a + b 
~m ~~ p ~~ m + p ~ y a * + b* f 
daraus 

771 t+T-' 

Weiter gibt das kleine rechtwinklige Dreieck links: 

wenn man diese Gleichung in gewöhnlicher Weise behan- 
delt, findet man für die gesuchte Quadratseite 2 Werte, 
nämlich 

ab . a* 
x = ttt und x 



a + b " a + b' 
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39. 

Zwei Dreiecke haben beziehungsweise die Seiten a 9 b 9 c 
und a u b lt c,; ihre Umfange sind p und p t . Gegeben ist 

± — £- 

Sind die zwei Dreiecke ähnlich? 

Lösung. 

Wenn die Dreiecke ähnlich sind, ist, wie bekannt, 

a_ b_ c 
*i *i ~ c t ; 

aus dem, was gegeben ist, nebst einem bekannten Satze aus 
der Proportionenlehre ergibt sich also: 

a_ b c a -f» b + c p 

und wenn die Seiten zweier Dreiecke proportional sind, 
dann sind die Dreiecke ähnlich. 

» 

40. 

In welchen Tangentenvierecken stehen die Diagonalen auf- 
einander senkrecht? (Fig. 24.) 



Lösung. 

Da das Viereck ein Tangenten- 
viereck ist, hat man (siehe die Be- 
zeichnungen der Figur): 

a + c - b + d. 

Dem pythagoreischen Lehrsatze zu- 
folge ist 

ö 2 + C J = X , + J i +2 , + u» - fr» 

Aus diesen Gleichungen kann her- 
geleitet werden: 

a*-d* = b*- c* 

und 

a — d=*b — c 



a/ 








\ V 


Z / 




u / 


A 






/ c 



und 



Fig. 24. 

a *-b* = d 2 - C 2 
a — b = d — c 



Digitized by Google 



Trigonometrie 



51 



Durch Division 

a+b=d+c 
Also a — d 
und b = c 



Durch Division 

a +d=b+c 
Also a & 
und d = c. 



Alle vier Seiten des Vierecks sind dann gleich, d. h. das 
Viereck ist ein Rhombus. 



V. TRIGONOMETRIE, STEREOMETRIE UND 
ANALYTISCHE GEOMETRIE DER EBENE 

41. 

Die Höhe vom Punkte A eines Tetraeders A — BCD ist 
h, die drei von B ausgehenden Kanten verhalten sich wie 
drei gegebene Zahlen p, q und r, der Flachenwinkel zwi- 
schen AB C und DBC ist a, ABC — u und <£ DBC=v. 
Finde den Rauminhalt des Tetraeders. 

Lösung. 

AB:BC:BD = p:q:r 

AB __ p 
BC • BD qr 

BC • BD = 

- 

U 

AB 
V 



sin a • sin u 9 

/z 9 <7r sin t> 
6p sin a sin u ' 



42. 

Ein Kreisabschnitt dreht sich um eine durch den Kreis- 
mittelpunkt gehende Achse, die den Abschnitt nicht schnei- 
det. Das Verhältnis zwischen dem Rauminhalte des durch 
eine ganze Umdrehung des Abschnittes hervorgebrachten 
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Rotationskörpers und der ganzen Oberfläche des genannten 

Körpers ist — des Radius des Kreises. Welchen Ausdruck 

erhalt man zur Bestimmung der Gradzahl des entsprechen- 
den Bogens? Welche Werte können der Zahl n gegeben 
werden? 

Lösung. 

Der Radius sei r, die gesuchte Gradzahl 2x die Sehne des 
Abschnittes k, ihr Abstand vom Kreismittelpunkt p und ihre 
Projektion auf die Umdrehungsachse h- Man hat dann be- 
kannten Formeln zufolge: 

o l 



oder 

Wird hier 
und 



2irr/i-|-2iTpJi ™ n T 
n**« 12r(r + p). 
k « 2rsinx 



p = r cos x 
eingeführt, so erhält man 

n • 4r*sin*x= 12r*(l + cosx) 

oder 

n sin* x = 3 (1 + cos x) 9 
eine Gleichung, die sich so umschreiben läßt: 

n • 4sin*y cos'y = 3 • 2cos'y, 

woraus 

sin 

und endlich 

sin* 



. x i/X x -i/2n — 3 



V/ 6n — 9 
n * 
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Da sin x reell sein muß, hat man 

6n-9^0, 



also 

da 

muß 

oder 



^ 3 

sin x ^ 1 , 
6n - 9 < n* 



n 2 -6n + 9^0, 
(n-3) 2 >0, 
n^3 

sein. Die Antwort auf die letzte Frage der Aufgabe ist dann 

n^3. 

43. 

Wenn die krumme Oberfläche eines Rotationskegels in 
eine Ebene abgewickelt wird, entsteht ein Kreisausschnitt, 
dessen Bogen 237,77° ist. Berechne den Achsenwinkel des 
Kegels. 

Lösung. 

Die Seitenlinie des Kegels sei s, der Radius der Grund 
flache r und der halbe Achsenwinkel v; dann ist 



woraus 
ferner 

woraus 
endlich 

woraus 



237,77 , 



2irr 


= 237,77°, 


r 


= 37,85 ; 


• TT s* 


= tt . 37,85 r, 


s 


= 57,31; 


slnv 


37,85 
= 57,31 9 


V 


= 41,35°. 
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44. 

Auf einer Geraden liegen 3 Punkte A, B, C in der an- 
gegebenen Ordnung; finde durch analytisches Verfahren den 
geometrischen Ort der Punkte, von welchen AB und BC 
unter gleichen Winkeln gesehen werden. 

Lösung. 

Das Achsenkreuz wird so gelegt, daß die Punkte A t B 9 C 
und der bewegliche Punkt P die Koordinaten (0,0); (a, 0); 
(b, 0) und (x, y) beziehungsweise erhalten. Aus dem ver- 
langten folgt dann 

y y v y 

x — a x x — a x — b 

^*(x-a) r {x-a)(x-b) 

Werden die Brüche auf gewöhnliche Form gebracht und 
wird die Gleichung reduziert, so kommt nach Kürzung durch 
y heraus: 

x* + y* — 2ax + c? — 0; 
die Gleichung stellt einen Kreis dar. 

45. 

Bilde die Gleichungen der Tangenten des Kreises 

(x + l) 8 + (y - 3) 2 - 29 

in den Punkten, deren Abszisse gleich 4 ist. Bilde ferner 
die Gleichung zweiten Grades, die das Tangentenpaar dar- 
stellt. 

Lösung. 

Wird x = 4 in die Gleichung des Kreises eingesetzt, so 
ergibt sich y = 5 und = 1 ; die Tangente in (4,5) hat dann 
die Gleichung 

5(x+ 1) + 2(y-3) = 29 2 

oder 

5x + 2y — 842. 
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Die Tangente in (4,1) hat die Gleichung 

5(jc+ l)-2fe-3) = 29 1 

oder 

$x — 2y = 830. 

Die Gleichung des Tangentenpaares wird durch Multiplika- 
tion der Gleichungen der einzelnen Tangenten erhalten; sie 
lautet also 

(5x + 2y) (5jc - 2y) = 842 • 830 

oder 

25 x 2 - 4y* =-698860. 
46. 

Berechne x aus der Gleichung 

tang 2x = cotg (tang (log 7)). 

Lösung. 

2x== cot e 7 > = tang (log 7) = ZZgisjF " 5^2 " 19 ' 23 ' 

x = 9,615. 

47. 

Die Seiten eines Dreiecks sind a> b, c. Es soll sin A 
mittelst der gegebenen Größen ausgedrückt werden. 

Lösung. 

Wie bekannt, gilt die Relation 

a b c 



sin A sin B sin C ' 

In einer Proportion ist es gestattet, die Zwischenglieder um- 
zutauschen; man erhält dann: 

a b sinB 
sin t A ~" c ~~ sin C f 

also 

. _ ac 
sin A = . 
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48. 

Die Formeln 

t « s tang y tang y tang y 

und 

A A B C 

4 COS y COS y COS y 

sind zu beweisen. Die Buchstabenbezeichnungen sind die 
(in Dänemark) üblichen. 1 ) 

Lösung. 

Durch Division der ersten durch die zweite Gleichung er- 
gibt sich 

r . . A . B . C 
= 4 sin y sin y sin y . 

Diese Relation wird auch erhalten durch Division der be- 
kannten Formeln 

p_ a 

n 2sin4 

und 

. B . C 
sin y sin y 

r-a — • 

COSy 

Also sind die zwei Formeln richtig. 

49. 

Welcher Bedingung werden a, ß und t genügen, wenn 
tang et + tang ß + tang T = tang a • tang ß • tang T 

ist? 

Lösung. 

Die gegebene Gleichung läßt sich umformen in 

_ tang ß + tang t _ ^ n „ ( o • 
tanga = i — tang ß • tang f = " tan * (ß + ^ 

1) A y B, C die Winkel des Dreiecks, s der halbe Umfang, r 
und R die Radien des In- und Umkreises. 
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in derselben Weise erhält man 

• tang ß ~ - tang (q*-J- t) 

und ^ 

tangT = — tang (et + ß). 

Durch Einsetzen der Ausdrücke für tangfc und fange in 
denjenigen für tangct erhält man: 

fa „ n fc tang (a + T ) + tang (o + ß) _ , ft , • 

tan ^ a 5=3 1 -tang (a + T ) tang (a + ß) " tan S< 2a + P + T) 

= — tang (ß + T) 
(der obersten Gleichung zufolge); also 

2a + ß + T = p* + ir-ß-Y, 

d.h. 

a + ß + T = y(p + l). 
50. 

Es soll 

Hm tang 3* + tang 5 s 
x = f tangx 

gefunden werden. 1 ) 

Lösung. 

Wenn x = y ist, ist 

tangßjc = tang 5^ = tangx, 

also ist der gesuchte Grenzwert 

2 tang s _ 
tangx 



1) Die Aufgabe wurde solchen Schülern gestellt, mit denen 
die Differentialrechnung eingeübt war. 
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< 

Dr. W. Ahrete: 

Mathemat. Unterhaltungen und Spiele 

2., vermehrte n. verbega. Auflage. In 2 Bänden. 1910. InLeinw.geb. 
L Band. Mit 209 Figuren. JC 7.60. II. Band. [In Vorbereitung ] 

Kleine An Hg.: Mathematische Spiele. 170. Bändchen der Sammlung 
wi88enschaftl.-gememyer8tändl. Darstell, ^us Natur und Geisteswelt"; 

2. Aufl. Mit einem Titelbild u769 Fig. 1911. In Leinw. geb. JC 1.25. 

„Eine solche mit Sachkenntnis und mit wohltuender Eleganz geschriebene 
Darstellung dieser eigentümlichen Materie darf sowohl hei dem Mathematiker 
als auch bei dem Laien auf Interesse zählen, der sich gern mit Zahlen und 
geometrischen Figuren abgibt, weil ihm ihre schönen und oft merkwürdigen 
Eigenschaften Vergnügen, gewiß ein Vergnügen der reinsten Art, bereiten. Sie 
darf des Interesses insbesondere dann sicher sein, wenn sie mit solcher Sach- 
kenntnis gearbeitet und mit wohltuender Eleganz geschrieben ist wie die vor- 
liegende. Dem wissenschaftlichen Interesse wird der Verfasser gerecht, indem 
er durch die sorgfältig zusammen getragene Literatur und durch Einschaltungen 
mathematischen Inhalts die Besieh ungon sur Wissenschaft herstellt; dem Nicht- 
inathematiker kommt er durch die trefflichen Erläuterungen entgegen, die er 
der Lösung der verschiedenen Spiele zuteil werden läßt, und die er, wo nur 
irgend notig, durch Schemata, Figuren und dergleichen unterstützt. 

Das Buch bietet sehr viel des Anregenden und Unterhaltenden, aber auch 
des Belehrenden. Ein 330 Nummern umfassender, chronologisch geordneter 
.Index* gibt die Literatur des Gegenstandes, und ein ausführliches Sach- und 
Namenregister erleichtert die Orientierung in dem Buch, das hiermit auf das 
beste empfohlen sei.« (Prof. Czuber in der Zeitschrift f. d. Realsohulweeen.) 

„Das Stndium des hübschen Baches ist ein hoher Genuß. Man liest nicht nur, 
nein, man versucht auch die einseinen Spiele und freut sich, von dem Verfasser 

in die höheren Geheimnisse ihrer Technik und Theorie eingeweiht zu sein 

Wer in das kleine Bändchen einmal hineingeschaut hat, legt es nioht mehr aus 
der Hand, ohne von dem gebotenen 8toffe entzückt zu sein." 

(Sudwestdeutsohe Schulblätter.) 

Scherz und Ernst in der Mathematik 

Geflügelte und ungeflügelte Worte 

gr. 8. 1904. In Leinwand geb. JC 8. — 

„Ein ,B Ochmann' für das Spezialgebiet der mathematischen Literatur. . . . 
Manch ein kurzes treffendes Wort verbreitet Licht über das Streben der in der 
mathematischen Wissenschaft führenden Geister. Hierdurch aber wird das sorg- 
fältig bearbeitete Ahrenssche Werk eine zuverlässige Quelle nicht allein der Unter- 
haltung, sondern auch der Belehrung über Wesen, Zweok, Aufgabe und Geschichte 
der Mathematik.« (j. Nerrenbero In der Monatatohrift für höhere Schulen.) 

„ . . . Ich kann mir nioht anders denken, als daß dieses Buoh jedem Mathe- 
matiker eine wahre Freude bereiten wird. Es ist zwar keineswegs bestimmt und 
auch nicht geeignet, in einem Zuge durchgelesen zu werden, und doch, als ich es 
zum ersten Male in die Hände bekam, konnte ich mich gar nicht wieder davon 
losreißen, und seit ich es unter meinen Büohern stehen habe, ziehe ich es gar 
oft hervor, um darin zu blättern." (Friedrich Engel Im Literarischen Zentralblatt.) 
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Emile Borel, 

Profeitor an der Sorbonne zu Paris: 

Die Elemente der Mathematik 

Deutsche Ausgabe besorgt von 

Paul Stäckel 

Professor an der Universität Heidelberg 

In 2 Bänden, gr. 8. In Leinwand geb. 

I. Band: Arithmetik und Algebra. Mit 67 Figuren und 3 Tafeln. 
[XVI u. 431 S.] 1908. JC 8.60. 

II. — Geometrie. Mit 403 Figuren. [XII u. 324 S.] 1909. JC 6 . 40. 

Ergebnisse dazu, bearbeitet von P. Stäckel und H. Beck. 
2 Hefte. 1913. Geheftet je ca. JC 1.50. 

Das vorliegende Werk, welches ungefähr den Stoff einer normalen 
Mittelschule enthalt, ist ein ausgezeichnetes Beispiel dafür, daß es wohl 
möglich ist, selbst die abstraktesten Gebiete der Mathematik lebenswarm 
und fruchtbar darzustellen. Schon dadurch, daß in der Arithmetik Gelegen- 
heit genommen wird, eine ganze Reihe von Sätzen herzuleiten, die sonst in 
der Buchstabenrechnung ihren Platz finden, ist ein Weg beschritten worden, 
der ohne weiteres geeignet ist, von vornherein Verständnis für die alge- 
braischen Formeln zu erwecken. So wird, um einige Beispiele anzuführen, 
schon in der Arithmetik die Addition und Subtraktion von Summen und 
Differenzen gelehrt, Multiplikation von Klamm crausdrücken mit einer Zahl 
und sogar schließlich die Quadrierung eines Binoms. Der größte Wert ist 
aber darauf gelegt worden, daß die Sätze der Mathematik in Beziehung zum 
Leben gebracht werden. Nicht nur die Beweise stützen sich auf gut ge- 
wählte Zahlenbeispiele, sondern auch die Beispiele und Aufgaben, selbst die 
theoretischen Darlegungen, sind für das praktische Leben fruchtbar ge- 



„ . . . Die besten Dienste wird das Buch nicht Lehrern und Schülern, son- 
dern jener immer zahlreicher werdenden , Kategorie der Nichtmathematiker' 
leisten, die sich in vorgerückten Jahren genötigt sehen, auf die lange beiseite 
geschobene Mathematik zurückzugreifen. . . . Die überaus klaren, durch Bei- 
spiele aus dem täglichen Leben erläuterten Ausführungen und, fügen wir 
hinzu, die wohltuend einfache, konkrete, aber überall peinlich korrekte Dar- 
stellung werden die halb vergessenen Schulkenntnisse neu beleben, kon- 
zentrieren und so weit ergänzen, daß selbst der Weg zu dem ,Gipfel der 
Differential- und Integralrechnung kaum erhebliche Schwierigkeiten mehr 

(Pädagogisohe Zeitung.) 
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Mathematische 

Experimentiermappe 

für den geometrischen Anfangsunterricht 
von Professor Dr. G. Noodt 

Oberlehrer an der Hecker- Realschule zu Berlin 

9 Tafeln mit vorgezeichneten Figuren mathematischer 
Modelle, Werkzeug und Material zur Herstellung 
sowie erläuternder Leitfaden. 

In geschmackvollem Karton M. 4. — 

Inhalt: I. Herstellung eines Papierlineals. II. Herstellung eines 
rechten Winkels. III. Zeichnung eines Quadrates. IV. Herstellung 
eines Würfelnetzes und eines Würfelmodell s. V. Das Rechteck. 
VI. Zerlegung eines Würfels in zwei Keile. VII. Der Quader oder 
Rechtkant. VIII. Der Kreis. IX. Der Zylinder. X. Rhombus. 

XI. Gerades Prisma mit rhombischer Grund- und Deckfläche. 

XII. Versuche mit Winkelmodellen. XIII. Das gleichschenklige 
Dreieck. XIV. Weitere Netze von gerad flächigen Körpern. 
XV. Parallele Linien. XVI. Der Kegel. XVn. Der pythagoreische 

Lehrsatz. XVIII. Die Kugel. 

Enthält eine mit zahlreichen Figuren versehene kurze An- 
leitung zur selbsttätigen Herstellung von großenteils neuen Mo- 
dellen und das hierzu erforderliche Material und Werkzeug und 
will sich, gemäß den modernen Reformbestrebungen auf dem Ge- 
biete des mathematischen Unterrichts, in den Dienst einer inten- 
siven Ausbildung des Anschauungsvermögens stellen. Denn gerade 
die Selbsttätigkeit der Schüler ist in hohem Grade geeignet, 
sie in frühester Jugend zum funktionalen Denken allmählich zu 
erziehen, indem man die Starrheit der geometrischen Gebilde 
aufgibt und die „Stücke" durch Bewegung von Punkten, Drehen 
von Strecken usf. als voneinander abhängig erkennen läßt. 

Sämtliche Modelle können als Ganzes oder in beliebigen Gruppen 
fertig hergestellt durch die Verlagsbuchhandlung bezogen werden. 

„...Die Beschäftigung mit dieser Mappe wird manchem Knahen, der his- 
lang ohne inneren Anteil am mathematischen Unterrioht teilnahm, die Mathematik 
sum Liehlingsfach maohen." (Hamburger Correspondent.) 



Lielzmann-Trier. 
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